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Анотація—На прикладі модифікованої моделі 

інфекційного захворювання, що забезпечує 

урахування дифузійних збурень та умов логістичної 

динаміки імунологічних клітин запропоновано окремі 

алгоритми ідентифікації параметрів дифузійного 

розсіювання при різних постановках відповідних 

обернених задач. Модернізовано спеціальну 

покрокову процедуру для чисельно асимптотичного 

наближення розв’язку відповідних сингулярно 

збурених модельних задач із запізненням. Зазначено, 

що ефективна ідентифікація змінних коефіцієнтів 

дифузійного розсіювання забезпечить більш точне 

прогнозування динаміки інфекційного захворювання, 

що є важливим для підвищення якості прийняття 

рішень щодо застосування різного роду лікувальних 

процедур.  

Ключові слова—модель інфекційного захворюва-

ння, ідентифікація параметрів, динамічні системи, 

асимптотичні методи, сингулярно збурені задачі  

I.  ВСТУП 

Наявність інструментарію для ефективного прог-
нозування динаміки інфекційного захворювання з 
урахуванням внутрішніх і зовнішніх чинників впли-
ву є важливою передумовою якісного оцінювання 
можливої реакції організму на збудників хвороби та 
розроблення оптимальних і персоналізованих прог-
рам лікування із застосуванням спеціальних тера-
певтичних процедур для запобігання надкритичних 
загострень хвороби, пришвидшення процесу одужа-
ння та виведення вірусних елементів з організму.  

Описані в [1] моделі інфекційного захворювання, 
противірусної та протибактеріальної імунної відпо-
віді забезпечують можливість прогнозування загаль-
них тенденцій протікання вірусних інфекцій з ураху-
ванням механізмів гуморального та клітинного типів 
імунної реакції, а також залишаються основою для 
створення нових їх модифікацій і узагальнень для 
урахування різних аспектів імунної відповіді, особ-
ливостей протікання онкологічних захворювань, 
імунодефіцитних станів, застосування імунотерапев-
тичних та фармакологічних процедур лікування. 
Приклади такого роду модифікацій та узагальнень 
базових моделей представлені, зокрема, в [2-4].  

У роботі [5] запропоновано підхід для урахуван-
ня впливу дифузійних збурень діючих чинників на 

розвиток вірусного захворювання, а також показано, 
що зменшення внаслідок дифузійного розсіювання 
концентрації вірусних елементів в епіцентрі зараже-
ння спричиняє зниження прогнозної гостроти про-
тікання хвороби. У роботах [6, 7] такий підхід уза-
гальнено для урахування різного роду зосереджених 
впливів, а в [8] – температурної реакції організму. 

Протікання інфекційних захворювань визнача-
ється впливом багатьох чинників та залежно від 
потужності реагування імунної системи конкретного 
організму може розвиватись за різними сценаріями. 
Для підвищення точності прогнозування динаміки 
вірусної інфекції необхідно розробити не лише 
відповідні модифікації та узагальнення базових мо-
делей, але й надійний інструментарій ідентифікації 
персоналізованих параметрів цих моделей. 

Дана робота присвячена ідентифікації параметрів 
дифузійного розсіювання діючих чинників модифі-
кованої моделі інфекційного захворювання в умовах 
логістичної динаміки імунологічних клітин. 

II. МОДИФІКАЦІЯ МОДЕЛІ ВІРУСНОЇ ІНФЕКЦІЇ ДЛЯ 

УРАХУВАННЯ ДИФУЗІЙНИХ ЗБУРЕНЬ ТА ЛОГІСТИЧНОЇ 

ДИНАМІКИ 

Динаміку модельних компонент процесу вірусної 
інфекції з урахуванням малого дифузійного роз-
сіювання [5-8] та логістичної динаміки імуноло-

гічних клітин описано в області {( , , ):G x y t  

; ; 0 }x y t           сингулярно-

збуреною системою нелінійних диференціальних 
рівнянь із запізненням  : 
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де ( , , )V V x y t , ( , , )F F x y t , ( , , )С С x y t , 

( , , )m m x y t  – концентрації антигенів, відповідних 

їм імунних агентів, імунологічних клітин, які 
продукують ці імунні агенти, значення відносної 
характеристики ураження органу-мішені антигенами 

( 0 1m  ) в момент часу t в точці ( , )x y ;   – темп 

розмноження антигенів;   – коефіцієнт, що врахо-

вує результат взаємодії антигенів з імунними агента-

ми; С  – величина, обернена тривалості життя іму-

нологічних клітин;   – коефіцієнт стимулювання 

імунної системи FV-комплексами; С


 – концентра-

ція імунологічних клітин в здоровому організмі, а 

С
 – значення максимально можливої концентрації 

цих клітин; f  – величина, обернена тривалості 

існування імунних агентів;   – витрати імунних 

агентів на нейтралізацію одного антигену;   – темп 

ураження клітин органу-мішені антигенами; m  – 

швидкість відновлення органу-мішені після його 
ураження антигенами;   – швидкість виробництва 

імунних агентів однією імунологічною клітиною; 
0 ( , )C x y , 0 ( , )m x y , 0 ( , , )V x y t , 0 ( , , )F x y t  – достат-

ньо гладкі та обмежені функції; 
VD , 

FD , 
2 CD , 

2 mD  – коефіцієнти дифузійного розсіювання відпо-

відно антигенів, імунних агентів, імунологічних клі-
тин та уражених клітин органу-мішені,   – малий 

параметр. Функція ( )m  призначена для урахування 

ефекту зниження інтенсивності утворення плазма-
тичних клітин у випадку значного ураженння імуно-

логічного органу, а функція ω ( , , )F x y t  служить для 

опису зосереджених змін концентрації імунних 
агентів [6,7]. 

Для знаходження невідомих параметрів VD , FD , 
CD , mD  разом з функціями V , F , С , m  вихідну 

модельну задачу (1)-(2) необхідно доповнити додат-
ковими «умовами перевизначення» [9]. Такі умови 
можуть мати різний вид, що зумовлює необхідність 
розробки і різних способів знаходження розв’язку 
відповідних обернених задач. 

III. ІДЕНТИФІКАЦІЯ ПАРАМЕТРІВ ДИФУЗІЙНОГО 

РОЗСІЮВАННЯ ТА ПРОЦЕДУРА ЧИСЕЛЬНО-

АСИМПТОТИЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКУ 

3.1. Розглянемо ситуацію, коли середовище орга-
ну-мішені є анізотропним (причому головні напрям-
ки анізотропії співпадають з напрямками осей коор-

динат) і [ ] [ ] ( )V V

x xD D t , [ ]

V

yD   [ ] ( )V

yD t , [ ] [ ]( )F F

x xD D t , 

[ ] [ ] ( )F F

y yD D t , [ ] [ ] ( )C C

x xD D t , [ ] [ ] ( )C C

y yD D t , 

[ ] [ ] ( )m m

x xD D t , [ ] [ ]( )m m

y yD D t . Якщо умови перевизна-

чення задані у вигляді: 
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де ( , )x y 
 – деяка характерна точка (наприклад, 

(0,0)), то представимо отриману в результаті оберне-

ну задачу (1)-(3) із запізненням  , аналогічно до [5-

8], у вигляді послідовності задач на проміжках 

( 1)k t k     ( 0,1,...k  ): 
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де 
0
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( 1, 2,...)k  , 
0 0

(0) ( , , ) ( , , ) ( , , )x y t V x y t F x y t    
. 

Для наближення розв’язків сингулярно збурених 
задач (4)-(5) на кожному з цих проміжків, як і в [5-
8], застосуємо метод збурення та представимо їх 
формально у вигляді асимптотичних рядів: 
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( 0,..., )i n  – шукані функції (члени асимптотики); 

( , )

V

k nR
, ( , )

С

k nR
, ( , )

F

k nR
, ( , )

m

k nR
, 

[ ]

( , )

V
xD

k nR
, 

[ ]

( , )

C
xD

k nR
, 

[ ]

( , )

F
xD

k nR
, 

[ ]

( , )

m
xD

k nR
, 

[ ]

( , )

V
yD

k nR
, 

[ ]

( , )

C
yD

k nR
, 

[ ]

( , )

F
yD

k nR
, 

[ ]

( , )

m
yD

k nR
 – відповідні залишкові 

члени. Аналогічно до [5-8], після підстановки (6), (7) 
в (4)-(5) та реалізації стандартної «процедури 
прирівнювання» отримаємо задачі для знаходження 

функцій ( , ) ( , , )k iV x y t
, ( , ) ( , , )k iС x y t

, ( , ) ( , , )k iF x y t
, 

( , ) ( , , )k im x y t
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члени асимптотики, а саме ( 2,..., )i n :  
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3.2. Розглянемо тепер ситуацію, коли значення 
невідомих параметрів залежать від просторових 

координат: [ ] [ ] ( , )V V

x xD D x y , [ ] [ ] ( , )V V

y yD D x y , [ ]

F

xD   

[ ] ( , )F
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C
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[ ]( , )C
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y yD D x y , а в 

якості умов перевизначення задані значення 
локальних густин дифузійних потоків у напрямках 

осей координат у початковий момент часу:  
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 (8) 

У цьому випадку, використовуючи (2), спочатку 
знаходимо значення похідних концентрацій діючих 

чинників: 
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  а потім, вико-

ристовуючи умови (8), знаходимо шукані параметри 
дифузійного розсіювання: 
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3.3. У ситуації, коли невідомі параметри 
дифузійного розсіювання можуть бути представлені 

як добутки: [ ] [ ] [ ]( , ) ( )V V V
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як і у попередньому випадку, використовуючи 
умови (2), знаходимо спочатку значення залежних 
від просторової змінної компоненти невідомих 
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параметрів дифузійного розсіювання: 
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Далі, застосувавши аналогічно до 3.1 процедуру 
поетапного чисельно-асимптотичного наближення 
розв’язку модельної задачі, знаходимо функції 

( , ) ( , , )k iV x y t , ( , ) ( , , )k iС x y t , ( , ) ( , , )k iF x y t , ( , ) ( , , )k im x y t  

та шукані значення : [ ]( )V

xD t , [ ]( )F

xD t , [ ]( )C

xD t , [ ]( )m

xD t , 

[ ] ( )V

yD t , [ ] ( )F

yD t , [ ] ( )C

yD t , [ ] ( )m

yD t .  

Зазначимо, що значення шуканих функцій 

( , ) ( , , )k iV x y t , ( , ) ( , , )k iС x y t , ( , ) ( , , )k iF x y t , ( , ) ( , , )k im x y t  

знайдемо чисельними методами шляхом 
послідовного розв’язання відповідних задач із 
застосуванням надійних пакетів відповідного 
програмного забезпечення (див., наприклад, [11]). 
Якщо вихідні функції задані у дискретній формі 
(наприклад, як результати лабораторних методів 
обстеження), то застосуємо для них процедуру, 
наприклад, чебишовського наближення функції 
сумою многочлена й виразу аналогічно до [12, 13]. 
Встановлення просторово-часових проміжків 
збіжності та оцінка залишкових членів здійснюється 
аналогічно до [5-8, 14]. 

IV. ВИСНОВКИ 

На основі модифікації моделі інфекційного 
захворювання, що забезпечує урахування дифузій-
них збурень та логістичної динаміки імунологічних 
клітин запропоновано окремі підходи щодо 
ідентифікації невідомих параметрів дифузійного 
розсіювання діючих чинників для різних типів 
функціональної залежності коефіцієнта дифузії та 
заданих умов перевизначення. Для знаходження 
розв’язку вихідної модельної сингулярно збуреної 
задачі із запізненням та невідомими параметрами 
модернізовано ефективну покрокову процедуру 
чисельно-асимптотичного наближення відповідної 
послідовності задач без запізнення.  

Потрібно підкреслити, що урахування в моделях 
інфекційних захворювань змінних коефіцієнтів 
дифузії забезпечує більш точне прогнозування 
протікання хвороби, а, отже, і можливість 
формування більш ефективних програм лікування. 
При цьому необхідна для якісної ідентифікації 
невідомих параметрів дифузійного розсіювання 
додаткова інформація може бути отримана шляхом 
проведення за спеціальною процедурою окремих 
лабораторних досліджень. 

Природною перспективою розвитку представле-
ного підходу є його розвиток для випадків моделю-
вання інфекційного захворювання з урахуванням 
конвекції, температурної реакції організму, зміша-
них інфекцій в умовах фармако- та імунотерапії.  
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