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Abstract — Побудовано математичну модель, яка 
описує процеси перенесення забруднюючих речовин 
водним поровим розчином через засипний фільтр, що 
супроводжуються хімічною реакцією пом’якшення во-
ди. При цьому відомі експериментальні дані щодо 
концентрації домішкової речовини на нижній границі 
тіла. Для кожної з компонент системи отримано рів-
няння масоперенесення, на основі яких сформульова-
но крайову задачу конвективної дифузії, що супрово-
джується хімічною реакцією. Запропоновано модель-
ний опис хімічної реакції пом’якшення води на прик-
ладі взаємодії двох речовин із різними стехіометрич-
ними коефіцієнтами. 

Ключові слова — математична модель, фільтр води, 
конвективна дифузія, сорбція, пом’якшення води, 
хімічна реакція, крайова задача, числовий аналіз. 

I. ВСТУП

Перевищення допустимої кількості розчинених у 
воді речовин можуть призводити до корозії або нако-
пичення осаду на елементах водопровідної системи, 
сприяти утворенню накипу на побутових приладах, 
що призводить до зменшення теплопровідності 
нагрівних елементів, а відтак до збільшення обсягів 
використання електроенергії [4]. Тому актуальною є 
проблема очищення води та покращення її якості, як з 
метою зменшення негативного впливу на здоров’я, 
так і зменшення непрямих економічних витрат.  

Для очищення природних та забруднених вод до 
стану питної використовуються різні типи фільтрів: 
механічні, хімічні, фізико-хімічні, електричні, біоло-
гічні, тощо [1]. Кожен з цих типів фільтрів є ефектив-
ним для певного виду забруднення. Наприклад, такі 

домішки як органічні речовини, іони металів з низьки-
ми степенями окислення і бактерії можна ефективно 
знешкоджуються методами хімічної очистки води. 

До хімічних методів очищення забруднених вод 
належить нейтралізація кислот і окиснення мінераль-
них сполук [6]. В якості лугувальних речовин най-
частіше використовують розчини каустичної NaOH  
або харчової соди 32HCONa . Як окислювачі зазвичай 
застосовують розчини слабких органічних кислот, 
наприклад, лимонної чи оцтової кислоти або слабкий 
розчин мінеральної кислоти, наприклад, сірчаної.  

Механічні фільтри, робота яких базується на про-
цесах сорбції, видаляють з води важкі метали, хлорор-
ганічні речовини (хлороформ, чотирихлористий вуг-
лець, бромдихлорметан та інші речовини), тощо [8]. 

Робота присвячена побудові математичної моделі, 
яка описує процеси перенесення забруднюючих речо-
вин водним поровим розчином через засипний фільтр, 
що супроводжуються хімічною реакцією пом’якшен-
ня води за наявності експериментальних даних на од-
ній з границь тіла. 

II. ПОБУДОВА МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ

При формулюванні вихідних співвідношень мо-
делі перенесенні забруднення у засипному фільтрі 
води вважаємо, що довільна інфінітизимально мала 
область тіла складається зі скелета та водного роз-
чину, який заповнює поровий простір. Приймемо, 
що в процесі фільтрації скелет не деформується, і 
пористість залишається постійною (не враховуються 
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зміни пов’язані із сорбцією домішкової речовини). 
Водний розчин є багатокомпонентним і складається 
з частинок води, забруднюючих частинок типу важ-
ких металів і солей кальцію або магнію. Частинки 
забруднення знаходяться у двох станах – у конвек-
тивно рухомому розчині і на поверхні скелету. На 
поверхню тіла подається реагент, який спричинює 
хімічну реакцію типу (1) або (2). В результаті такої 
реакції утворюються частинки солей кальцію або 
магнію, води та газу, який миттєво випаровується. 
Речовини, що залишилися після реакції мігрують з 
водним розчином. 

Рівняння балансу для j  компоненти порового 
розчину запишемо у вигляді [2] 

mjj
j J
d

dС
σ+⋅∇−=

τ

τ
ρ

),( ξ
,    7...,,1=j ,       (1) 

де ρ  – сумарна густина розчину; ),( ξτjC  – масова 

концентрація компоненти j ; jJ


 - дифузійний потік 
j -ї складової; mjσ  – потужність виробництва маси 

компоненти j  ( 00 =σm ); ∇⋅+τ∂∂=τ


vdd  – пов-
на похідна за часом. 

Частинкам, які утворюють основу тіла, відповідає 
індекс 0=j , частинкам водного розчину – 1=j , до-
мішковим частинкам забруднюючої речовини у кон-
вективно рухомому розчині – 2=j  і у зв’язаному 
стані – 3=j , сполуці одного з основних катіонів – 

4=j , частинкам реагента – 5=j , частинки солей 
кальцію або магнію, які утворилися в наслідок 
хімічної реакції – 6=j  та молекулам газу, які 
миттєво випаровуються – індекс 7=j . 

Дифузійний потік визначається градієнтами хі-
мічних потенціалів, які лінійно залежать від кон-
центрацій 

),( ξτ∇−= jjj CLJ


,   7,...,1=j ,  (2) 

де jL  – кінетичний коефіцієнт перенесення j -ї скла-
дової.  

Джерелом (стоком) маси компонент 3,2=j  є 
процеси сорбції-десорбції частинок, а компонент 

74,1 −=j  – хімічна реакція у вигляді локальних 
внутрішніх перетворень [5], які розглядаємо як 
перерозподіл внутрішніх степенів свободи молекул 
у будь-якій точці континууму [7]. 

Потужності виробництва маси компонент 3,2=j  
(компонент, які приймають участь в процесах сорбції-
десорбції) є пропорційними до локальної різниці хі-
мічних потенціалів і, як наслідок, різниці концент-
рацій ),( ξτjС : 

),( ξτ−=σ jjmj Сk  ( 3,2=j ),  (3)

де 2k , 3k  – кінетичні коефіцієнти процесів сорбції і 
десорбції відповідно. 

Потужності виробництва маси компонент, які 
приймають участь у хімічній реакції, є [5] 

Jjmj υ=σ  ( 7,...,4,1=j ).       (4) 

де 
∑
=

υ

υ
=υ

7,6,1j
j

c
j

j
c
j

j M

M
і в знаменнику сумування від-

бувається за тими компонентами, які є продуктом 
хімічної реакції [5], тут c

jυ  – стехіометричний кое-

фіцієнт j -ї компоненти, при чому ∑
=

=υ
7,...,4,1

0
j

j  [3]; 

jM  – молекулярна маса j -ї компоненти, J  – 
швидкість хімічної реакції, віднесеної до одиниці 
об’єму V∆ :  

∑
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Звідки в граничному випадку 0→∆V  і з 
врахуванням означення густини j -го компонента 

dV
dM j

j =τρ ),( ξ  ( 7,...,0=j ), отримаємо локальну 

швидкість хімічної реакції 

∑
= τ∂

ρ∂

υ
=

7,...,4,1

1

j

j

j
J . 

Враховуючи, що ρ=ρ jj С , де ρρ= jjС  – масо-
ві концентрації компонент, маємо 

∑
= τ∂

∂

υ
ρ

=
7,...,4,1j

j

j

С
J .   (5) 

Концентрації ),( ξτjС  та потоки jJ


 ( 7,...,0=j ) 

задовольняють умови нормування 1),( =τ∑
j

jC ξ  і 

0=∑
j

jJ


. Густину ρ  і кінетичні коефіцієнти jL , 

jk , також jυ  вважаємо сталими. Крім цього вва-
жаємо, що всі швидкості конвективного перенесен-
ня jv



 є рівні між собою і дорівнюють швидкості
конвективного перенесення водного розчину: 

vvv j


== 1  ( =j 2, 4, 5, 6). 

Вважаємо, що газ який утворився внаслідок 
хімічної реакції є неконденсованим і нерозчинним, 
він утворює бульбашки газу для яких діють закони 
ідеального газу. Приймаємо, що бульбашки газу 
після утворення миттєво вилучаються з водного 
розчину. Густина такого газу підпорядковується 
закону ідеального газу  
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RT
p

газу =ρ=ρ 7 ,            (6) 

де T  – температура рідини, p  – тиск, R  – універ-
сальна газова стала. Враховуючи (6) зміна кон-
центрації миттєво вилученого газу рівна нулю. 

Тоді концентрації ),( ξτjC  визначаємо з рівнянь: 

Рівняння масоперенесення домішкових части-
нок, які сорбуються-десорбуються, у станах 3,2=j  

−τ∇⋅−τ∆=
τ∂
τ∂

ξξ ),(),(),(
222

2 ξξξ CvCDC 

),(),( 3322 ξξ τ+τ− CkCk ;  (9) 

),(),(),(),(
332233

3 ξξξ τ−τ+τ∆=
τ∂
ξτ∂

ξ CkCkCDC . (10) 

Рівняння масоперенесення сполуки одного з 
основних катіонів ( 4=j ) і реагента ( 5=j ), що 
вступають у хімічну реакцію 

−τ∇⋅−τ∆=
τ∂
τ∂

ξξ ),(),(),(
444

4 ξξξ CvCDC   

∑
= τ∂

τ∂

υ
ρ

υ−
7,...,4,1

4
),(

j

j

j

C ξ
;           (9) 

−τ∇⋅−τ∆=
τ∂
τ∂

ξξ ),(),(),(
555

5 ξξξ CvCDC 

∑
= τ∂

τ∂

υ
ρ

υ−
7,...,4,1

5
),(

j

j

j

C ξ
.          (10) 

Рівняння масоперенесення частинок нерозчинної 
речовини, що утворилися в наслідок хімічної реак-
ції ( 6=j ) 

+τ∇⋅−τ∆=
τ∂
τ∂

ξξ ),(),(),(
666

6 ξξξ CvCDC 

∑
= τ∂

τ∂

υ
ρ

υ+
7,...,4,1

6
),(

j

j

j

C ξ
.              (11) 

Рівняння перенесення частинок води 

+τ∇⋅−τ∆=
τ∂
τ∂

ξξ ),(),(),(
111

1 ξvξξ CCDC

∑
= τ∂

τ∂

υ
ρ

υ+
7,...,4,1

1
),(

j

j

j

C ξ
.          (12) 

Тут ρ= jj LD  – коефіцієнт дифузії j -ї компоненти. 

Всі отримані рівняння масоперенесення для 
7,...,1=j  супроводжуються співвідношенням для 

концентрації скелету 

∑
=

−=
7

1
0 1

j
jCC .             (13) 

III. МОДЕЛЬНИЙ ОПИС ХІМІЧНОЇ РЕАКЦІЇ 
ПОМ’ЯКШЕННЯ ВОДИ 

Ми розглядаємо випадок коли для пом’якшення 
води на поверхню фільтра подається реагент, який 
спричинює, наприклад хімічну реакцію (1), що 
описується співвідношеннями (4)-(6). На рис. 1 по-
казана схема хімічної взаємодії двох речовин з сте-
хіометричними коефіцієнтами 4υ  та 5υ . Для того 
щоби повністю прореагував діоксид кальцію 2CaO  
необхідно додати оцтову кислоту COOHCH3  у спів-
відношенні 9 до 4 (варіант 1 на рис. 2). Для цього ви-
падку стехіометричні коефіцієнти позначимо верхнім 
індексом “ с ”. Тоді c

1υ = 6 – стехіометричний коефі-
цієнт води, c

4υ =4 – стехіометричний коефіцієнт каті-
ону, c

5υ =9 – стехіометричний коефіцієнт реагенту, 
c
6υ =4 – стехіометричний коефіцієнт осаду, c

7υ =2 – сте-
хіометричний коефіцієнт газу. В результаті такої хіміч-
ної реакції отримаємо речовини з коефіцієнтами c

1υ , 
c
6υ , c

7υ , масоперенесення яких описується рівняннями 

+
∂

∂
−

∂
∂

=
∂

∂
−

x
xtCv

x
xtCd

t
xtCa ),(),(),()1( 6

2
6

2

6
6

66

∑
= ∂

∂
+

7,5,4,1
6
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j

j
j t

xtC
a ;          (14) 

0),(7 =
∂

∂
t

xtC ;          (15) 

+
∂

∂
−

∂
∂

=
∂

∂
−

x
xtCv

x
xtCd

t
xtCa ),(),(),()1( 1

2
1

2

1
1

11

∑
= ∂

∂
+

7,6,5,4
1

),(

j

j
j t

xtC
a ,              (16) 

де jkkja υρυ=  ( 6,5,4,1, =jk ). 

Тоді система рівнянь моделі включає співвідно-
шення (7), (8), (14)-(16).  

Рисунок 1.  Схема хімічної реакції двох речовин з коефіцієнтами 
4υ  та 5υ  
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Якщо на верхню поверхню подано більшу кіль-
кість реагенту ніж необхідно для проходження пов-
ної реакції (варіант 2 на рис. 1), то в результаті отри-
маємо речовини з коефіцієнтами 1υ , 5υ , 6υ , 7υ . В 
цьому випадку система рівнянь моделі складається з 
рівнянь (7), (8), (10), (14)-(16). 

Якщо на верхню поверхню подано меншу кіль-
кість реагенту ніж необхідно для проходження пов-
ної реакції (варіант 3 на рис. 1), то в результаті отри-
маємо речовини з коефіцієнтами 1υ , 4υ , 6υ , 7υ . В 
цьому випадку система рівнянь моделі складається з 
рівнянь (7)-(9), (14)-(16). 

Для концентрацій ),(4 xtC , ),(5 xtC  та ),(6 xtC  
характерна наступна закомірність: скільки лиши-
лося речовини після хімічної реакції на поверхні 

0=x , стільки промігрувало через шар і вийшло на 
поверхню 0xx = . 

Зазначимо, що у варіантах 2 і 3 рівності c
jj υ=υ  є 

максимальними значеннями величин jυ , за яких 
справджуються відповідні результати хімічної реакції. 

Сформульовано крайову задачу для шару, через 
який відбувається фільтрування водного розчину, де 
на поверхню тіла рівномірно подається реагент. В 
початковий момент часу механічний фільтр є 
чистим і заповнений водою, яка характеризується 
сталою підвищеною твердістю.  

Граничні та початкові умови на шукані функції 
сформульовані у відповідності із фізичними та хіміч-
ними процесами, які відбуваються на поверхнях 
фільтра. При цьому прийнято, що на нижній границі 
фільтра відомо або можна виміряти значення функції 
концентрації важких металів у водному розчині в пев-
ні моменти часу. Такі експериментальні дані апрок-
симуються поліномом заданої степені.  

Крайові задачі розв’язані за допомогою інтег-
ральних перетворень та отримані відповідні розра-
хункові формули. 

IV. ПАКЕТ ПРОГРАМ “WODFIL”

На основі отриманих розв’язків для оцінки проце-
сів очищення та пом’якшення води засипним фільт-
ром води ми розробили пакет програм “WodFil”.  

Точність обчислення рядів становила 610− . 

Рисунок 2.  Головне вікно пакету “WodFil” 

Проведено числовий аналіз функцій концентра-
ції забруднюючих частинок, які мігрують у водному 
розчині, та концентрації частинок, сорбованих на 
скелеті фільтра. Числові розрахунки проведені для 
двох наборів експериментальних даних – для 
якісного очищення води та менш якісного. На їх 
основі побудовані апроксимаційні поліноми 5-ї сте-
пені, які використані як гранична умова для функції 
концентрації частинок забруднення у водному 
розчині на нижній поверхні фільтра. Обчислення 
проведені у природних безрозмірних змінних.  

Характерні розподіли концентрації забруднення у 
водному розчині в різні моменти часу продемонст-
ровані для якісного фільтра на рис. 3, а для не якісно-
го – на рис. 4. Тут рис. а наведені для малої швидкос-
ті конвективного перенесення, а рис. b - для великої. 
Криві 1-7 відповідають =t 0.001, 0.01, 0.15, 0.3, 0.45, 
0.6, 0,72. 

Рисунок 3.  Концентрація частинок забруднення, які 
переносяться поровим розчином, в різні моменти часу t  для 

=v 0.8 (рис. a) та =v 1.5 (рис. b) для якісного фільтра 

Рисунок 4.  Концентрація частинок забруднення, які 
переносяться поровим розчином, в різні моменти часу t  для 

=v 0.8 (рис. a) та =v 1.5 (рис. b) для неякісного фільтра 

Для малих швидкостей конвективного перене-
сення з часом концентрація у водному розчині збіль-
шується (рис. 3а) доки не вийде на усталений режим. 
Для великих швидкостей в першій половині шару з 
ростом часу концентрація зростає, проте існує точка 
перетину за якою значення концентрації починають 
спадати ((криві 1-2, рис 4b)). З подальшим збільшен-
ням часу протікання процесу фільтрації цей локаль-
ний максимум нівелюється і розподіли концентрації 
стають монотонно спадними.  

V. ВИСНОВКИ

Визначено закономірності зазначених процесів, 
встановлено вплив коефіцієнта швидкості кон-
вективного перенесення та товщини фільтра на 
концентрацію частинок забруднення, що мігрують з 
розчином, і концентрації сорбованої речовини. 
Показано, що для малих швидкостей конвективного 
перенесення з часом концентрація у водному 
розчині збільшується доки не вийде на усталений 
режим. Для більших значень цього коефіцієнта 
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спостерігається наявність часового інтервалу, коли 
величина швидкості конвективного перенесення 
практично не впливає на поведінку і значення 
концентрації забруднення у розчині. Причому чим 
якісніша робота фільтра, тим такий інтервал 
наступає раніше.  

Для малих часів практично не відчутний вплив 
заданих експериментальних даних як для якісної, 
так і недуже якісної роботи фільтра, і значення 
відповідних концентрацій практично співпадають. 
На решті часовому проміжку значення концентрації 
частинок у розчині для випадку якісного фільтра 
завжди менші ніж для недуже якісного.  
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