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У роботi запропоновано математичну модель 
поширення епiдемiї iз врахуванням забруднення 
довкiлля, що може посилити перебiг епiдемiї. 
Модель ґрунтується на вiдомi SIR-моделi, в якiй крiм 
iнтегрального екологiчного фактору 𝐸𝐸(𝑡𝑡), враховано 
народжуванiсть i смертнiсть у популяцiї. Динамiка 
долi схильного до iнфiкування населення у моделi 
залежить вiд вiдхилення рiвня забруднення вiд 
деякого допустимого значення 𝐾𝐾 i втрати iмунiтету 
до захворювання через час 𝜏𝜏 > 0. Час одужання 
інфікованих осіб зростає iз ростом значення 𝐸𝐸(𝑡𝑡) − 𝐾𝐾. 
Знайдено стани рівноваги та досліджено їх стійкість. 
Проведено числовий аналіз математичної моделі. 
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Оскiльки процес відновлення довкілля найчастіше 
має коливний характер, який стабілізується відносно 
значення 𝐸𝐸(𝑡𝑡) = 𝐾𝐾  при 𝑡𝑡 → ∞ , то припустимо як в 
[1], що величина забруднення 𝐸𝐸(𝑡𝑡)  є розв’язком 
рiвняння Гачiнсона: 

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑟𝑟 �1 −
𝐸𝐸(𝑡𝑡 − Δ)

𝐾𝐾
�𝐸𝐸(𝑡𝑡) (1) 

де 0 < 𝑟𝑟 – коефiцiєнт лiнiйного росту, запiзнення Δ > 
0 вiдображає середнiй час вiдновлення екологiчного 
стану до допустимого рівня.  

Врахуємо у моделі час τ > 0  втрати 
імунітету після одужання, як в [2]. Перевищення 
рівня забруднення 𝐸𝐸 − 𝐾𝐾  веде до збільшення 
кількості осіб, схильних до інфікування, а також може 
зрости час одужання після інфікування. Тому, ґрун-
туючись на  SIR-моделі [3,4], пропонована модель 
набуває вигляду: 
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑏𝑏 − β𝑆𝑆(𝑡𝑡)𝐼𝐼(𝑡𝑡) + α𝐼𝐼(𝑡𝑡 − τ) + ε(𝐸𝐸(𝑡𝑡) − 𝐾𝐾) − μ𝑆𝑆(𝑡𝑡), (2) 

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑑𝑑 = β𝑆𝑆(𝑡𝑡)𝐼𝐼(𝑡𝑡) − γ�𝐸𝐸(𝑡𝑡)�𝐼𝐼(𝑡𝑡) − μ𝐼𝐼(𝑡𝑡), (3) 

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑑𝑑 = γ�𝐸𝐸(𝑡𝑡)�𝐼𝐼(𝑡𝑡) − α𝐼𝐼(𝑡𝑡 − τ) − ε(𝐸𝐸(𝑡𝑡) − 𝐾𝐾) − μ𝑅𝑅(𝑡𝑡). (4) 

Тут 

γ(𝐸𝐸) =
γ0

1 + γ1(𝐸𝐸(𝑡𝑡) − 𝐾𝐾) 

та усі коефіцієнти в моделі – додатні числа.  

Якщо початкові умови для системи рівнянь (1) – (4) 
невідʼємні і виконуються умови: 

𝑏𝑏 − εσ > 0,σ = max|𝐸𝐸(𝑡𝑡) − 𝐾𝐾|при 𝑡𝑡 ≥ 0; 
α(1 + γ1σ) < γ0, 

то доведено, що неперервний  розвʼязок системи 
рівнянь (2) – (4)  існує при 𝑡𝑡 > 0 і невідʼємний. 

Стан рівноваги, який відповідає відсутності 
епідемії, набуває вигляду: 

𝐼𝐼1 = 0, 𝐸𝐸1 = 𝐾𝐾,  𝑆𝑆1 = 𝑏𝑏/μ,  𝑅𝑅1 = 0, (5) 

а стан рівноваги, що відповідає наявності епідемії 
серед населення наступний: 

𝑆𝑆2 =
γ0 + μ
β

, 𝐼𝐼2 =
β𝑏𝑏 − μ(γ0 + μ)
β(γ0 + μ − α) ,𝑅𝑅2 =

(γ0 − α)𝐼𝐼2
μ

. (6) 

Теорема. Нехай виконується умови: 

                    μ(γ0 + μ) < β𝑏𝑏,  

0 < 2𝑟𝑟 Δ < π 

і базове репродуктивне число  

𝑅𝑅0 =
𝑏𝑏β

μ(γ0 + μ) < 1. 

Тоді стан рівноваги (5) асимптотично стійкий і 
поширення епідемії не відбувається.  

Дослідження стійкості стану рівноваги (6) зво-
дитьться до знаходження умов відʼємності коренів 
характеристичного рівняння 

λ2 + (α + μ) λ +  𝑎𝑎 (γ0 + μ − α𝑎𝑎𝑒𝑒−λτ) = 0, 

де 𝑎𝑎 = β𝐼𝐼2.  Зокрема, при 𝜏𝜏 = 0  (миттєва втрата 
імунітету) стійкість досягається при виконанні умови 

αβ𝐼𝐼2 < γ0 + μ −  α. 

Проведено компʼютерне моделювання динаміки 
поширення епідемії. Нехай запізнення Δ =  𝜏𝜏 = 1 , 
якщо імунітет втрачається після одужання через час 
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𝜏𝜏  , то під впливом екологічного фактору з ростом 
коефіцієнта 𝑟𝑟  спостерігається коливання факторів 
𝑆𝑆, 𝐼𝐼  та 𝑅𝑅.  З часом значення факторів моделі 
наближаються до стійких станів рівноваги (рис. 1-2), 

але при цьому залишається доля інфікованих осіб, 
яка зростає. 

 

Рисунок 1. Динаміка S, I, R із врахуванням E(t). Параметри: β =
0.3, γ0 = 0.08, γ1 = 0.5, ε = 0.2,α = 0.05, 𝑏𝑏 = 0.005,μ =

0.001; 𝑆𝑆0 = 0.99, 𝐼𝐼0 = 0.01,𝑅𝑅0 = 0,𝐸𝐸0 = 0.5. 

 
Рисунок 2. Графік розвʼязку E(t), 𝑟𝑟 = 1.53,𝐾𝐾 = 0.25. 

 
Рисунок 4. Графік розвʼязку E(t), 𝑟𝑟 = 1.5,𝐾𝐾 = 0.25 
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Якщо  𝑟𝑟Δ =  2 >  𝜋𝜋/2 , то рівновага 𝐸𝐸 − 𝐾𝐾 
втрачає стійкість, і розв’язок 𝐸𝐸(𝑡𝑡)  набуває 
коливального характеру (рис. 3-4). Таким чином, 
дія екологічного фактора 𝐸𝐸(𝑡𝑡) зумовлює періо-
дичні зміни у поведінці розв’язку моделі. 

 
Рисунок 3. Динаміка S, I, R з урахуванням коливної поведінки 

фактору E(t). Параметри: 𝛽𝛽 = 0.93, γ0 = 0.4, γ1 = 0.79, ε =
0.35,α = 0.2, 𝑏𝑏 = 0.9,μ = 0.5, 𝑟𝑟 = 1.7,𝐾𝐾 = 0.25. 𝑆𝑆0 = 0.99, 𝐼𝐼0 =

0.01,𝑅𝑅0 = 0,𝐸𝐸0 = 0.5. 
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